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A Note on Nonparametric Conditional Moment 
TestsforStructuralStability  
Toshio Honda  
Abstra（：t  
Thispaperconsiderstheasymptotictheoryfortheconditionalmomenttests  
forstructuralstabilityproposedbyHidalgo（1995）．TheproofsofHidalgo（1995）  
aredifficulttofollowandsomeimplicitassumptionsaremadeintheproofs，In  
additiontheexplicit andimplicitassumptionsareirlCOnSistent．Wereconsider  
theteststatisticandgiveacorrectproofoftheweak convergenceofthetest  
Statistic．Theresulthere allowsfordynamicmodels anddependenterrors．  
K町WOrds：StruCturalstability，COnditionalmoment test，Nadaraya－Watson  
kernelestimator，Brownian Bridge，uniforrn1y mixlng prOCeSS，eXPOnential   
inequality  
l Introduction   
ThispaperconsidersconditionalrnomenttestsofstruCturalstabilitywhichareproposed  
byHidalgo（1995）usirlgtheNaLiaraya－W瓦tsonnonparametricregT・CSSionestimators・The  
rcsulthereisalsocloselyrelatedtoPlobergeraJldKramer（1992）・Its館mSrat・herdi庁icult  
tosp∝ifythemaintainedhypothesisinthccaseswhereastrucLuralchangerea11yexists・  
Sononparametricapproachesmightbemoreusefu1thanparame七ricapproachesinsome  
●   
CaSeS．   
SincethepioneeringworkbyChow（1960）andQuandt（1960），aneXtenSivcstatistical  
andeconometricliteratureonchangepointproblemshasdeveloped．Chow（1舗0）con－  
SiderdtheproblemofstruCturalstabilityundcrtl博alternativeofoneknowntimeof  
structuralchange．Butmanyauthorshavepointedoutthatknowledgeofthepo6Sible  
timeofstructuralchangeistheexceptionratherthantherule，Ifonees七imatesthepc6－  
sibletimeofstruCturalchangebyinspeCtiontot（芳tStruCturalstability．theprocedureis  
irrvalid良・OmaS七atisticalpointofview．   
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FbrthecaBeSOfuruspecifiedchangepoints，alargenumberofprocedure＄fortesting  
struCturalstabili七yhaⅧbeenproposed・Fbrexample，Brownetal・（1975）proposedthe  
CUSUMtestforstabilityinthecoefhcientsinalinearregression，Whichisbasedonthe  
cumula七ivesumofrecursivelycomputedregressionresiduals，and Krameretal・（1988）  
considerdtheCUSUMtestfbrdynamicmpdels．PlobergerandKramer（1992）耽tended  
theCUSUMtesttotheOI，SregressionrβSiduals．SeeasloPlobergerandKr孟mer（1996）・  
Somestandardtextbooksoneconometrics，fbrexample，Greene（1993），COntainanexpo－  
sitionontheCUSUMtests．Andrews（1993）construCtedLR，LM，andWaldtypetestsof  
struCturalstabilityusingGMMandexaminedtheasymptoticproperti（繋underthegeneral  
conditions．Likelihoodratioteststatisti（3forchangesintheparametersofthenormal  
populationareinvestigatedinHorv孟th（1993）・AsfbrtheestimationofthechangePOint，  
Bai（1995）dealswiththeestimationofthechamgepOintintheregressioncoefficientsby  
LAD（1eastabsolu七qdeviation）andobtainstheasymptoticdistributionoftheestimator  
of the change pojnt. 
Relevantreferencesonthethf駕eSubiects，teSもingofstruCtural融ability，eStimationof  
thechangepoints，andsoon，aregivenintheabovepapers・Lai（1995）containBabrief  
survqYOfsequentidchangepointdetectionprocedures．SeealsoCar1steinetal・（1995）．  
Intherestofthissectionwementiononthere訂ultsofHidalgo（1995）becauseOurreSults  
arecloselyrelat申tothem．kti（X：，亡t）／），l＝1，2，‥・‥bea（P＋1）dimensional  
Stationarystoch鱒bicprocessandweobservel（Y；，Xl）l）suchthat  
Ⅵ＝助（端）＋亡土， 上＝1，2，…，γ，  （1）  
Where匂isanerrOrtermwithconditionalmean0withrespectto右，and9L（∬）＝  
9（t／T，X）・Ⅲdalgo（1995）propo6edsomenonparametricconditionalmomenttestsofthe  
nul1hypoth倦is Ho：9（鳶／T，X）＝9（3；）・Thc6eteStSareCOnS七ruCtedfrorn  
佑＝志踊細孔榊朝）），  （2）  
Where O≦T≦1，き王 and∂amtheNadarayaLW瓦tsonkernelestimatorsof9t，ム  
and f aretheNadarayahWatsonkernelestima七orsof f，thedensityfunctionof XL・  
晶istheestimatorof9t underthealternative．AsisⅥ恰11kn0wn，ム andJarethe  
denominatorsof晶and卓respectively．   
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U，isdevisedtodowithouttrimming．Trimmingisnecessarytoavoidsmaudenom－  
inators．Butwethinkthat jgivesaweightwhichdepend80ntheprecisionof9（X，）  
andthecorrespondingresidualg，．When j（Xt）isnegativeorsmaualbeitpositive，  
therearenotenoughobservationstoestimate9（Xl）andthecorresponding∂（端）and  
EIShouldbediscarded・Butitishardtoevaluatethee鮎ctsoftrimmlngmathematically．  
Ur trimstheinappropriateestimatesinanaturalway．   
Theweakconvergenceof U，tOBrownianbridgeisprovedinHidalgo（1995）・But  
theproof白aredifnculttofbllow．Theassumptionsarecomplicatedandinconsistent．Fbr  
example，theproofofLemma7implicitlyassumesthecompactsupportofthekernel．  
ThisiscontradictorytoAssumption A．7．Inadditiontheproof呂irnplicitlyassumein－  
dependenceoftheregressorsanderror＄amdseemtopaynoattentiontounifbrmityin   
T．  
Insection2weprovetheresultontheweakdistributionof  
ふ＝志描）f両（榊一針槻   （3）  
withl（駕SreStrictiveassumptions．NumericalexamplcsofHidalgo（1995）seemtobecal－  
Culated using Srinstead of U，．Ⅵ厄carried out simulation studies to compare the  
COnditionalmomenttestsandothertests．Thenumericalexamplesa・regiveninsection3・   
2 Proofoftheweakconvergenceof ST   
Inthissectionweshowthat STin（3）converg（繋Weaklytoaconstantmultipleofone－  
dimensionalBroⅥmianBridgeunder Ho．TrheproofofHidalgo（1995）arcdoubtful，SOWe  
presentanOtherrathersimpleproofunderconsistentassumptions．SeeⅢdalgo（1995）for  
theideasof Urand ST．SomeargumeI止sonthepowerunderlocalalternativesarealso  
giventhere，   
Nowwe丘）rmallydefine ST・Wbconsiderthemodel（1）under Hh：9L（x）＝9（x）・  
Letting K（x）betheKernelfbr七henonparametricregressionestimatorand h bethe  
bandwidth，Wede丘ne∂（X，）j（Xt）and j（XL）（Y；－∂（X．））by  
∂（晶）ブ（ズ亡）＝ 禿（端）  （4）   
and  
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f（ふ）（Ⅵ－∂（為））＝J（端）Ⅵ一ね（端），  
where  
旦 抽）＝青か（㌔）  
and  
旦 
触）＝蒜畠〟（㌔ ）Ⅵ・  
Herea鮎TWeⅥite‰払ー打（（先－ズ土）／呵／（r九戸ト   
Thenormalizedcumulativesumo仁鉱毒）j（端）j（Xt）（Y；－∂（X，））iswrittenas  
ふ＝志賀触）（由一触）），  
（5）  
（6）  
（7）  
（8）  
Where【a］is七helargestintegernotexceeding aand T∈【0，1］・Weprovetheweakcon－  
VergenCeOf S，tOaCOnStantmultipleofone－dimensionalBroⅥ1ianbridgeinDtO，1］・  
BefbrepresentingthetheoremaLnd theproof；wes七atetheassumptjons．Thea∬umP－  
tionsandtheproofaresimplerthan七hoseofHidalgo（19g5）．IJet Clbcgenericpositive  
COn5tantS．   
Ass11mption5   
Al・Le七（（Xi，e亡）’）bestationaryandunifbrmlymixingwithmiⅩingcoe爪cien七S（¢（k）），  
Where¢（た）ニ0（た‾α）（α＞6）．   
A2・E（e土IXt）＝O a・S．，E（eflXt）＜Cla．S．，and Xt hastheboundeddensityfunction  
J（∬）．   
A3・K（x）issyrnmetric，boundedandcontinuouslydi鮎rentiable，andthereexistsa  
po融ive止もe酢rヴSuCh七batJ∬（祝）廿げ血二牒射Whereβ＝∑た1勘，勘≧0，  
BLnd O≦s＜q・SupposealsothatlK（u）l＜Chexp（MCb困）and  
Gexp（－Gl叫ト  
A4・j，J9，J92，f29，and（f9）2belongto Cq＋1（RP）andarepositivea．e．on RP．   
Inaddition，the（q l）thderivativesareboundedandthe q thderivative＄haⅦ  
thethird moment．   
A5・Eilg（端）l3）＜∞弧d b（ェ）l＜G（1＋l坪）（た＞0ト   
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A6・Thereexist positivenumbersJYl，1）1，aLnd rlSuChthat rYl＞1／4，Vl＞2rl，  
Tたケ1十1／（1十α）”1十72  
E（卿1）＜∞，i布＝ 1 テ砺0（1），a瓜d  
positive72．Inaddition f92isbounded．   
ニ0（1）払rsome  
rんア   
A7・Thereexistpositivenumbers′池，V2，and r2SuChthat竹＞1／4，E（letItt2）＜∞，  
1  1  ．rl／巧十1／（1巾）十閏＋¶  
＝0（1），∴。＝0（1），乱nd  ＝0（1）払r  T（巧r」）／m－73九戸  〉、リ’ ァ1－273／もP ▼〉＼‘ノー川‘▲u  
SOmePOSitive¶．   
rんP  
A8・Thereexistspositivenumbers′禍and M suchthat E（［f（Xt）etg（X8）l6＋’T5）＜M，  
E（げ（ズ上）亡‘亡。l6巾り＜〟，E（l（ノダ）（端）亡fl6巾占）＜〟，叫l（ノダ2）（ズ£）l6竹り＜〟，  
E（l（J如（ズ‘）g（ズ．）l6佃）＜〟，and矧（メタ）（端）e。l6輌）＜〟．   
A9．、庁加→O as7「→∞．   
AlO．r九4j）→00 aSγ→∝）．  
Thelimitdistributionof Srin DLO，1］under Hoisgiveninthefollowingtheorem・  
Hereafter Wisone－dimensionalstandardBrownianmotionin D［0，1］andヱmeanS  
Weakconvergence．  
Theorem2・1肋der月も 肌d舶β乱Ⅳ甲如耶Aノー叩，   
げ遠（′佃）亡£ヱ府Ⅳ（T）血・叫0，1j一肌eれ玩瑚－（9）  
ふ二遠触）（f（刷一触））ヱ伺Ⅳ（T）川（1））・（10）  
□  
When（（f29）（Xt）el）isamartingaledi鮎rence，q2in（10）canbeestimatedby  
妄を′刷（丸木弼一触））｝2・  
（11）   
TheproofofTheorem2．1needssomeprep乱rations．Wbintroduceseveralnotations・  
榊（弟，亡β，端，仁王））＝／極量，ズf，亡榊頼），  
where Fisthejointdistributionhnctionof（X；，亡，）l．  
（12）   
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Ⅵ屯have丘omAssumptionA4，  
紬）＝J（端）＋呵／榊）  1  伊J  （晶）n耳血＋0（叫  ∑  
∑β‘＝9  
n勘！∂ポ1…ぬぎ  
T，  
＋∑（琉重一札（払i））  
■＝l  
J（端）＋んq∈1王＋白土  （13）   
（端）n埠血＋0（叫  
and  
如上）＝（力）（瑚＋吋絢）  
つヽ  
1 伊（Jg）   
I C 
∑8l＝9  
n勘！触言1‥・蝕ぎ  
T  
＋∑i亀上タ（みト牒（琉tg（先））トト∑踪流  
J二1  8二1  
7’  
（ノダ）（ふ）＋叫1‘＋物＋∑鶴f仁．・  
ぷニ1   
（14）  
By（ユ3）弧d（14）ふisrewrittenas  
7’  
ふ＝表（（相（机鞠＋物＋芸叫  
7－   
×（（J（瑚＋略＋一紬（ 
緑＋小脇怖卜鞠一触一芸〝さt仁8）  
プ’  
ニ蒜（（胴）＋叫1上欄＋呂叫  
7’   
X（J（柚＋略タ（㈲＋九矩 
f＋如（端トトもか－軸一物一芸払f亡8〉  
T   
＝志（（∫2細川）（端）呂叫  （15）  
7▼  
＋遠（仙㈲＋醐）仁王唱叫（榊  
r  
＋仰g2）（瑚1上＋伊伽∈l鵡）＋んq物そ1土g（瑚＋呵岩‰ら）ど1t蛸）  
7－  
＋が㈲（瑚1亡毎＋恥姑珊由冊唱臨）毎  
T■   ＋胸2）（糀t＋叫l鵡抱t＋g（端）触包t＋g（瑚（呂払t亡さ）もt  
T■  
勅）（鵜島壬＋研他項ふ＋恥応拍＋（芸琉王ら）㌫由   
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7’  
一柑夕構）恥一伊墟一叫2伽一呵呂鶴鳶亡β）恥  
丁－  
－肋）（伽一明抑忙成一（∑琉f亡β）物  
r7－7一   朝1£（∑臨）一触（岩塩）瑠臨）2〉 β＝1  
Hereaftertheithtermofthesecondsummationof（15）isdenotedby Bi．Wbh  
fromAssumptionA9，  
β1＝Op（1），β4＝Op（1），β5＝Op（1），β8ニOp（1），β9ニOp（1），  
B20＝Op（1），and B2l＝Op（1），unihrmlyinT・  （16）  
Nextweevaluate712t，毎，and∑ニIRiLes uSingthec羊POnentialinequality（Theorem  
A，1）・Theproof邑ofPropositions2．1and2．2arede砧rredtoAppendixB，  
Proposition2．1SwseuLatAssumptionsAl，A3－4，andA6hold．Then  
∈加ニ0（欝）αれd物ニ0（欝），祝ゆ輔れt・  
Proposition2L2 S叩7DSeuLaL＾ssumptio7WAl－4andj16－7／10Ld．TYLen  
T’  呂鶴亡仁8＝蒜真打（キ謹）仁8叫（誓）坤両如上・（柑）  
［］  
Usingtheresults on tLstatisticsin Yoshihara（1976）and HarelandPuri（1990），We  
evaluate B2，B3，B12，B16，and B24．Ifwewereabletoprove  
〉  
端一方い ‥′、．′．，，、 
E佃㌔旦）‘J胸「）  
Ir  
＝0（㌦），  （19）   
（20）   
（21）   
（22）   
（23）  
＝0（九戸），  
砕（㌔熟′g）鮎「〉ニ0（㌦），  
）（′購）e■lr）＝0（㌦）－  
）（′錮）り＝0（んP），  
and   
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軸等甑）（醐昭＝0（んP），  （24）  
WeCOuldrelax AssumptionA10．Withoutsomeassumptionsonthejointdistribution  
（（X：，亡上）′）and9，（19）－（24）wouldno七hold．I，emmaB．40fHidalgo（1992）isdoub七ful・  
But（19）～（24）aretrueif（（X；，et）／‡isaGau戚弧prOCeSSand／92isbounded．Wb  
proceedwithout（19）－（24）．   
Proposition2・3 SupposcuLat＾ssu7Tq）tions＾JN3，＾8，andA］OhoLd．Then  
（25）  β2二Op（1）佃頑椚両再犯 γ．   
Proof   
蓮 
β2二 諾如㌔如）湖中（㌔熟 刷）レ恥  
rIlhesummandis rewritt，Cn aS   
（26）   
打（㌔薫）蛸）J（舶用（打（㌔旦）g（研（柚）  
城（可㌔旦）g（端け（柚）」ヰ〈〝（㌔旦）g（瑚J（柚）】・  
Soitisea＄ilyse飢丘omtheproo鯨ofLcmma40fY礪hihara（1976）arldLemma2・20f  
tl甜elandP11ri（19叫th乱t  
叫嘲）＝0（1／（r2ん4P））．  
Thenthepropositionisverificd．  
TheproofbofPropositions2Aand2■5aresimi1artothatorProposition2．3．Soomitted．   
Proposition2．4 飢甲Tk）Se仇at＾ssumpLionsAl－3，A8，andAIOhold．  
月3ニOp（1）肌的仰山y血 T．  
Proposition2．5 乱pTX）Se仇at＾ssumptio7LSA］－，ヲ，＾8．andA］OhoLd．7Ylen  
β16＝旬（1）Ⅶれ的門吻血 T・   
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TheproofofPropositior12．6isdefbrredtoAppendixB．   
Proposition2・6 S叩7WSethalAssu叩IionsAl－5andA8－10hold．T7Len  
β12－β24＝Op（1）肌卸m炉わ T   
HereweevaluatethesecondtermoftheRrstsummationin（15）．   
Proposition2．7 S叩TK）SeulatAssumplionsA］－4and＾8－JOhoLd．Then  
7’  
韻∫刷∑‰亡8二去撃姜（∫2g）鮎＋刷肌輌よ…（31）                                        8＝1  
Proof   
T  
胴）∑声読■                                            ■＝1  
【γγ】   
譲妾［苧（∫2g）（机岩（（舶）‰瑚胸）（刷上｝）  
＋が  伊（ノダ）  瑚 
（／長月完 ∑d 
（端）nげ血＋0㈹〉ト  
βl！∂ポ1・‥∂∬芦   
t＝9  
Thethirdtermis O。（ヽ庁hq）．Applyingtheproof岳ofLemma40fYc6hihara（1976）and  
Lemma2L20fHarelandPuri（1990）to  
志妾佃抽a－E8｛（′刷帰），  
WeObtain（31）．   
WeproveTheorem2，1．   
ProofofTheorem2．1ByAssumptionA9andPrc・POSit・ions2・1－2，WeCanShowthat  
β6，β7，β10，β11，β13，β14，β15，β17，βl＆，β19，β22，β23，β公，β26，β27，  
B28，B29，and B30areOp（1）unifbrmlyinT・SowehaveTheorem2・1from（15），（16），  
andPropositions2．3－7，  □  
Wecannotsaymuchabouthowtochoosethebandwidth h・ThisisanuntraCtable  
problem．Theoptimalrate O（T‾1／（2q＋P））inestimating9（∬）itselfcannotbeusedhere・  
Thee鮎ctsofbiastermsmightbemoreserious．Then q＝3and h＝0（T¶1／3）might  
berecommendedinthecaseof P＝1eventhoughthisviolatesAssumptionAlO・   
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3 Numericalexamples   
Inthis sectionwegivesomeresultsofsimulationstudies．Ⅵ毎consider6t（繋tSand3  
models・Inthefirstplacewedescribet（如Statistics・   
TbstlConditionalmomenttestl．Wbusedthenormalkernel，  
（1・5一嘲完 
叩（一書），  
with q＝3and h＝0．2inthissection．Ⅵ屯r毎ectthenullhypothesis Hoif  
m弧0≦T≦1匪I＞1．3581・   
Tbst2Conditionalmomenttest2，WhichisessentiallythesameasTbstlofHidalgo（1995）・  
W占rqラectthenullhypothesis Hoif maxD．2≦T≦0．81S；f2／（T（1－・T））＞8・45・乱45is  
takenfromAndrcws（1993）・   
Tbst3CUSUMtestwithj去，Whichisproposedinsection20fHonda（1996）・Wbr再ect   
thenuuhypothesis fいrma軸≦γ≦lは讐禿l＞1．3581．   
Tbst4CUSUMtestwithnonparametricregressionresidualsbytheNadarayahW址son  
kernelestimator．Ⅵねtodkthetrimmingparame七erl七Obe O．05．Wer再∝tthe   
nu刃hypothesisifmax。≦T≦lは皇≡抽＞1．3581・  
Tbst5CUSUMtestwithOLSr（芳iduals．Assumingthat Y；＝a＋bXi＋cXf＋ei，We  
rqiectthenullhypothesisifthemaximumOfthemodulusofthecumulativesumS  
ofOLS residualsexceedsl．3581．   
Tbst6MaxFtest．Assumingthat11＝a＋むXi＋cX？＋仁i，Werqiectthenullhypothesis   
iftheOI，SFte＄tS七atisticsfortestingstruCturalchangeat【TT］（0．2≦T≦0・8）  
exceed13．69，WhichistakenfromAndrews（1993）．   
NextweglVemOdels・   
Mode11．1Xi～NID（2，1）and Ei～NID（0，1／4）．（Xi）and‡ei）areindependent・  
Ⅵ＝端＋0．5．Yヂ＋亡i，i＝1，2，…，100．  
（32）   
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Modell・2（32），五＝1，2，■・．，50，弧d  
Ⅵ＝0．1＋弟＋0．5ポ＋亡i， 豆＝51，52，…，100．   
Modell・3（32），吏＝1，2，…，50，弧d  
℃ニ1．1ズi＋0．5ギ＋仁王， 五＝51，52，…，100．   
Mode12・1Xi～NID（0，1）and ei～NID（0，1／4），（Xi）and（ei）areindependent・  
Ⅵ＝芸十arctan（2ズ由仁‘，五＝1－2，‥・，100・  （33）  
Mode12．2（33），五＝1，2，…，50，弧d  
Ⅵ二芸＋0・1＋arctan（2差）＋仁‘，五ニ51，52，…，100・  
Mode12・3（33），五＝1，2，．‥，50，弧d  
Ⅵニ1・1（芸＋amtan（拭））＋亡‘｝ 五＝51－52，‥・，100・  
Mode13・1Xi～NIr）（1，1）and ei…NID（0，1／4）．（Xi‡and（ei†areindependent・  
㍍＝ポ＋ポ＋仁i， 宜ニ1，2，…，100．  
（鋸）  
Mode13・2（訳），五＝1，2，‥．，50，弧d  
Ⅵニ0．2＋ズぎ十ポ十∈i， 五＝51，52，…，100．   
Mode13・3（封），査＝1，2，…，50，弧d  
坑＝1．1ズぎ＋ズぎ＋亡i， 五＝51，52，‥．，100，   
ThepowersofTbstsl－6aregiveninT嵐blel．Thenumberofiterationsis5000・The  
CalculationwascarriedoutwithCprograms．   
ThepowersofT臨tsIAaresimilarinModelsland2．InMode13．2，Tbsts3and4  
areSuPeriortoTbstsland2．OntheotherhandT臨七sland2dominateTbsts3鋸1d4  
inMode13．3．maxF testmightgivemisleadingresultswhenthemodelismisspeci丘ed・  
Whenthemodeliscorrec七Iyspeci丘ed，Tbstsl－4mightbecomparabletoTbsts5and6・   
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1もblel：ThepowersofTbstsl－6  
Model  1．1 1．2 1．3  2．1 2．2  2，3  3．1 3．2  3．3   
rIもstl  0．03 0．08 0．28  0．03 0．10 0．23  0．03 0．13 0．21   
Tbst2  0．03 0．07 0．24  0．03 0．09 0．20  0．03 0．12 0．19   
「Ⅰもst3  0．03 0．09 0．28  0．03 0．09 0．19  0，03 0．24 0．15   
Tbst4  0．04 0．10 0．31  0．04 0．10 0．21  0．05 0．20 0．15   
「n慧t5  0．04 0．11 0．35  0．04 0．09 0．18  0．03 0．05 0．04   
Ⅶ鴇t6  0．05 0．09 0．30  0，22 0．25 0．35  0．94 0．94 0．94   
4 Concludingremarks   
Weconsideredthemathematicalvalidityofthenonparametricconditionalmomentt塔tS  
WhichareprOpOSedinHidalgo（1995）usingtheNadarayarWatsonkernelestimators・Ⅵ屯  
gaveacorrectproofandtheconsistentassumptioI鳩Ontheresultofthelimitdis七ribution  
S，definedby（3）・There＄ultherea1lowsfor七hedependenceof（X上）and（el）．   
Asis we11kn0wn，theCUSUMtc＄tSandrIbstsland2intheprevi0usSeCtionare  
insensitivetosomealternatives，Itseemsdi爪cul七tospecifythemaintainedhypothesis  
inthecasewhereastruCturalchangereallyexists．Whenweusethesenonparametric  
teststatistics，WemayaSWe11useseveralproceduressirnultaneOuSlyThenwehaveto  
notethattheactualsizemightbelargerthanthenominalone．Wbwillcarryoutfurther  
Studiestocomparetheparametricandnonparametrictestselsewhere．   
AppendixA   
W邑reproduceheretheexponentialinequalityofBabu（1989）forconvenience・Asimilar  
inequalityisappliedtothekernelestimationprobleminCo1lombandHardle（1986）．   
Let（易）beauniLbrmlymixingproc‘当Switt；mixingcoe瓜cients（4，k）．Inaddition  
WeaSSumethat  
E（易）＝0，l為I≦わ a・S・，弧d ∑¢王／2＜∞・  （35）   
Wらchoo鋸tWOinteger p（1≦p≦T）and k suchthat k＝［T／（2p）］and k4・p≦M・  
Thenwehavethefb1lowingtheorem．   
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TheoremA・1凡rα叩pOβi肋e－巨㈹d折  
7－   
P（馴＞β）≦12exp卜誓＋叫y2∑w（為）＋呵＋若脚，（36）  
血e陀A布de匹氾ゐ0咄0几（毎）．  
Supposethat4・L＝0（lqα）andα＞2・Choosingpニ【Tl／（1＋a）］，耶have  
椀＝0（l）and脚＝岬榊）脚′（1十佃  （37）  
AppendixB   
TheproofkofProposition2．1and2．2丘）1lowstandardargumentsinkerneles七ima七ion．  
Fbrexample，M揖1erandStadtmiiller（1987）and CollombandHardle（1986）・Seealso  
Bai（1995）・  
ProofofPropo＄ition2・1Weshowthecaseof712t．ThecaぶeOfもtissimi1arandensier．  
針omtheBorel－Cantellitheorem，WehEWeOnlytoprovethatuniformiyon（lxI≦Tl／rl），   
勉二蒜如竺デ恒卜嘲等）g（叫］＝0（欝）‥叫  
Ⅵゐevaluate（38）usingtheexponentialinequality．Wtapplytheexponentialinequality  
to（38）with x fixed・TheparametersinAppendixAarea£h1lows：  
む＝0（蒜），∑Ⅷ堵）＝0（蒜），β＝ムγ－71logr，andひ＝γ－，（39）  
Where Lwi11betakentobelargeenough1ater．Then  
γ上ケ汗1／（1匝）十71  
功＝抽gr，∑var（筑）y2＝0（テ。去蔀），弧d由＝   （40）  
rんP   
Nextweconsiderunifbrmityin x．When匝巾Xl＜hP＋1／Th／rl＋71，  
l∬（空室）鵡）－〝（等）瑚＜Gr－Tl，  （41）  
where C盲doesnotdependon x．Bytaking O（TP（k／r巾1）／hP（P十1））gridpointsand  
sufBcientlylarge L，WeCanShow（38）ニ0（logT／rl）uni血rmlyon佃l≦Tl／rl）by  
theBorel－Cantellitheorem．  口   
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ProofofPrpposition2・2FtomtheBorel－Cantellitheorem，WehaNeOnlytoprovethat  
u山払mlyon掴l≦rl／rl），  
赤か（竺デ）e■＝Op（筈）   
（42）  
ByusingE（esLX＆）＝0，（42）canberewrittenas  
竺 
蒜か（竺デ）（百湖・瑚＋青か（宇）恥∫仰珊恥（43）  
wherei．＝e＆I（lesl≦Tl／r2）・Thesecondtermof（43）is O，（T－73）uniformlyin x・  
Weevaluatethefirsttermu血唱theexponentialinequality．W占applythe・eXpOnential  
inequalitywith∬触ed・TheparametersinAppendixAareas玩1lows‥   
ぁ叫器），∑w（祝二0（蒜），か＝汀一丁3logr，弧dyニ門，（叫  
where Lwi11betakentobelargeenoughlater．Then  
γ1／巧＋1／（1巾）巾3  
1 功ニエlogr，∑w（紬2二0（戸＝両所），and封毎＝   
γ九P  
Theumifbrmityin3Tfo1】owsthesamear酢1menta＄Proposition2・1・   
ProofofProposition2・6  
β12－β餌  （46）   
雷裏芸圭岬（瑚（㌔午叫2）（瑚（㌔旦））  
一胸）挿加（瑚（㌔旦）＋叫㈲瞞）タ（瑚や諾））】  
Notingthat  
EJ〈胸2）甚）∬（㌔旦））＝㌦（胸）2（瑚＋耽（為）） （47）  
and   
E■（肋）（勧（描（㌔旦））ニ栴（差）（胸賄）用ゐ甚）），（48）  
Where∂a（X．）andあ（為）havethethirdmomen七，thesummandof（46）canbewritten  
aS  
旦 
一肋）㈲（棚（㌔旦）＋叫肋）（晶）タ（棚（㌔））  （49）   
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旦 
＋叫㈲瞞）タ（棚（㌔蓬）ト恥匝梱）g（棚（㌔））  
勅2）（描（生諾）－E揮）（棚（㌔旦））  （50）   
一E揮）（棚（生誇）川E揮）（瑚（㌔彗）＋軒P瞞），  
where E（極（Xs）1）＜∞・Applyingtheproof云ofLemma40fYoshihara（1976）and  
Lemma2．20fHarelandPuri（1990）to（49）and（50），WeObtain（30）・  □   
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